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St ha inoltre che

OM.ON=O0OH.0A.

Siccome OA =1 ed MN = OL, sono donque OM ed ON, e precisa-

mente le loro misure con OA, le due radici dell'equazione
rla—x)=">b

per cui L

'b.____ﬁ_..g 8w _Q_____s) _2_?_:
DA Tt Ti. OA — < tosqr.

La RQ & perpendicolare ad OM mnel suo punto di mezzo percha

OR=MR=0Q=MQ=0A
epperd

— = 1 0M 8= 2
P =PQ=alccos—2~m=-l—f= T

F. Giooiee.

SUL COMPORTANENTO D'UN SISTEMA " DI LINEE D'UNA SUPERFICIE

rispetto ad aleume operazioni eseguite su di esso (%)

I. Diciamo F una superficie la cui rappresentazione analitiea in
coordinate cartesiane ortogonali, fatta, o mediante una sola equa-
zione tra le coordinate, oppure parametricamente, richieda solo la
considerazione di funzioni (reali di vaviabili reali) finite e continue
insieme con fulte le devivate che occorrono. E noto allora che, in
ogni punto semplice P della superficie esisle un piano tangente w;
& noto pure che si di il nome di involuzione delle tangenti conin-
gate, in P, all'involuzione I che ha per retie unite le tangenti prin-
cipali u,» di F uscenti da P. L'involuzione I & ellittica, iperbolica
o degenere secondoche il punto P & ellittico, iperbolico o parabo-
lico; e se, per ogni posizione di P, I"involuzione I & degenere, la
superficie F & sviluppabile sul piano,

La conoscenza dell’involuzione I permette di definire Je linee asin-
totiche e le linee di curvatura di F: le prime hanno, in ogni loro
punto, eome tangente, una tangente principale di F: le alire toe-
cano, in ogni loro punto P, le rette principali m, m’ della relativa
voluzione 1.

M Ls sempliclssime ossarvazioni sviluppate nel presente lavero mi furone suggurite dal
eh.» deil, Bannia; esse son svolte con metodo sintelico, per gusnto le propristd a eul giungo si
possano pure stabilirs ¢on procedimenti aunalitiel.
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Infine, detti gy, po i raggi principali di curvatura in P, il raggio
di curvatura di quella sezione normale, la cui tangente in P forma
con m l'angolo w, & fornito dalla formola di Eulero:

1 cos’w | sen'w
e @ ' M

ed & uguile pure al quadrato del corrispondente semidiametro del-
I'indieatrice di Dupin, la cui equazione (nel piano =, viferita ad m, »’
come assi) b

© ¥
= =+1.
n T

2. Premesso questo, se & dato sn F un sistema semplicemente in-
infimto, Q, di linee (reali), possiamo costruirne il sistema coniugate &’
ed il sistema ortogonale Q,; essi son tali che, in ogni punto comune
ad ona linea di @ ed una di € (od Qy), le tangenti & queste linee
sono coniugate (od ortogonali).

Dai sistemi @, Q,, dedotti da Q mediante le due seguenti ope-
razioumi :

costruzione del sistema coniugato (operazione a)
a F % ortogonale ( g b)

possiamo, con lo stesso proeedimento, dedurre altri sistemi, ai quali
saranno semptre applicabili le duoe operuzioni suddetie; e cosi via.
Quand’e che, con una successione finita di tali operazioni, si ritorna
al sistema primitivo 27

Intanto & chiaro che, detto A un sistema di asintotiche, e C un
sistema di linee di curvatura, si ha:

A =aA=qa(ad)=...; C=bbC)=a(s0)....
Piu in generale, qualunque sia il sistema ©, & certamente:
a(aQ)=9Q; Q) =0

per cai una successione di operazioni a, b, nella quale due vperazioni
consecufive sono idenliche produce lo slesso effetio della successione
oitenuta sopprimendo quelle due operazioni. Dimodoche, il solo caso
che interessa & quello in cui le operazioni @, b vengono eseguite alter-
nativamente, e quindi formano un iosieme che rientra in uno dei
1ipi seguenti:

ba ... baba = (ba), @ . .. baba = n{ba)"

ab . .. abab = (ah)", b...abab = b(ab)"

(I'ordine in cui intenderemo eseguite le operazioni & quello da destra
a simstra).

3. Pud darsi anzitutto che la superficie I' (supposta non svilup-
pabile) sia tale che ogni sistema €, tracciato su di essa, ritorni in
se stesso quando gli si applicht un’operazione del tipo anzidelto. Se
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questo avviene, e diciamo J I"involuzione di angoli retti nel faseio Px,
allora, comungne si prenda in guesto fascio una retta r, sempre si
deve avere una delle gnattro relazioni segnenti:

JL I = (JT)Pr =7,
I... J100 = I(JT)y =,
LV .. LJLJr=(L)r =, (1)
J . ULy = J1Ipr =r;

delle gnali la 3" si pnd sopprimere perché identiea alla 12, (lo si ve-
rifica moltiplicando la 1% a sinistra, per (1J)*, e ricordando che
1*=J)"=1). L'essere le (1) identiche vispetto ad » significa che sono
identiche, rispettivamente le proiettivita:

(J1)", I(Jne,  JaJje.

La prima di esse & una polenza della proiettivita JI.

Ora,se J+1, la JI e tutte le sue potenze hanno per raggi uniti
le retie principali m, m" di I, le quali, costituendo una coppia di J,
son necessarinmente reali. In tal caso JI non pnd essere cielica di
ordine => 2, per cuni si deve avere:

JHI =1,
JI=1J;

il che dice che le involuzioni 1,.J sono permutabili, e quindi che i
loro raggi uniti formano un gruppo armonico. Ne segue che le tan-
genti principali in P sono reali e perpendicolari; I'indicatrice di
Dupin & costituila, in ogni puntoe, da una coppia di iperboli equila-
tere coniugate, onde F' & una superficie ad area minima.

Se invece I=1J, allora 1J & I"identita, e quindi & ciclica di quel-
"'ordine che si vaole. In quest’zléro easo F & una sfera. Viceversa,
un qualsiasi sistema di linee fraceiato su di nna sfera, od un elas-
soide, ritorna in s& dopo 2r, o dopo 4n, (n & un intero positivo qual-
siasi), operazioni a, b, eseguile alfernativamente, e qualnnque sia
guella con em s incominel.

Sapponiame in secondo Inogo che si abbia:

I(JI)* =1,

0ssin

Se n=2n", segue:
W)Y =({1J)"s  ossin: (LI = (L)

e quindi I=1. Se invece n=2a"-+1, si ha, dopo opportune tra-

sformazioni :
(W)1.J=(1J)*'1

da cui J=1. Il 2" risnltato & assurdo, il 1° esige che F sia un piano
(caso c¢he intenderemo escluso),
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Identici risultati i hanno esaminando, in modo analogo, la:

JIp=1.

Potremo dunque concludeve: La sfera e lo superficie ad area mi-
nima sone le sole superficie sulle guali um qualunque sistema di linee
ritorni in s8¢ quando gli si applichi una serie di opevazioni 8, b; nei
due casi occorrono rispettivamente 2n e 4n di lali operazioni, esequite
aliernativamente, ed incominciando con una gqualungue di esse.

4. Escludiamo le superficie anzidette supponendo 1+ J ed 1J 3 JI;
esisteranno allora sn F solo dei sistemi speciali dotati della pro-
prieth voluta. Se Q & nn tal sistema, ed » la tangente ad una sna
linea nel punto genervico P, si dovrannv avere di noovo le (1).

La 1% e la 3* di queste sono verificate dai raggi uniti di (JI)",
proietlivili che non & eerto identica per nessun valore di n; questi
raggi uniti sono le rette m, m’, onde Q &, in questo caso, nno dei due
sistemi di linee di curvatura. E viceversa, e chiaro ehe entrambi
questi sistemi si comporiano, rispetto alle operazioni a, , come se F
fosse una sfera.

In secondo luogoe si abbia la 2= delle (1). Se n=2n"-}-1, segue:

(IT)8 4+ Jp =1y

da eui:
(I Iy = (J)* % =F , (IJ)VIr.

@A) Ir =1
=, ed: r=IJ0"

per eul r sard la rvefta trasformata, mediante I{JI)™, di una retia
isotropa. Non essendo r reale, questo caso & da escludere. Se in-
vece n =2»', serivinmo la 2° delle (1) sotto la forma:

(L) Ir=1r;
(JT)e'r = (L) Tr = L(JT)™r-
(JD)*r =+,
Iy' =9, ed: r = (1J]™7",

La vetta » sarh dunque la trasformata, mediante (1J)*, di un
raggio unito di I; il che esige che I sia iperboliea.
Resta ad esaminare la 4» delle {1), la quale si pud scrivere:

(LJ)"r = Jr,

Posto allora:

sl avia:

ossia :
Posto quindi:

segue:

od anche:
I Jr=J»r.
Posto quindi:
Jr==1r"
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si vede che »” verifiea Ia 22 delle (1). Dovremo dungue supporre :

n—1=2n',
ed allora si avra:
v =Jr=(LI)"7
e quindi:
7 = JAIP'¥,

Ne viene che » & la trasformata, mediante J{IJ)*, di uno dei
raggi uniti di I (supposti nuovamente reali),

Ruccogliendo 1 risultati ottenuti, potremo concludere :

I sistemi di linee (tracciati sy une superficie T, non sviluppabile, e
che non sia né una sfera né un elassoide) che sone mutati in sé da ope-
razioni del tipo (1) somo :

1° per le superficie u punii ellittici i due sistemi di linee di cur-
vatura ;

2° per le superficie a punti iperbolici i due sistemi precedenti ; pin
i sisiemi S,'T' delle traietiorie oriogonali delle asintotiche, e tutti quelli
che se ne deducono con operazioni a, b.

E poi evidente che snlle saperficie ad area minima, i sistemi S, T
coincidono con guelli delle asintotiche, mentre guelli delle linee di
corvatura conservano Ia loro proprietd, espressa da: (ab)* C = C.

5. Riprendiamo in esame la proiettiviti JI, supposta non iden-
tica né involutoria; essa ha come raggi uniti m, wm'. Di pin, detta »
la normale ad u in P, essa contiene la coppia u, » ; onde la sua ca-
rafteristica sara: N

(ma'ur) = —tg*mu.

Supposto, il che & Jecito, r;;c{‘lf)", sl avri:
te* v < 1,

Quindi, applicando alla veita » la proiettivita (JI)°, e facendo poi
tendere n all’infinito, le relte suecessivamente ottenute si avvici-
nano indefinitamente alla retta m', compiendo intorno a questa oseil-
lazioni di ampiezza decrescente,

Invece, 1a retta I(JI)"», quande n tende all'infinito, tendera alla
retta m, oscillando intorno ad essa. Dunque:

I sislemi di linee dedotti da uno gualungue dei sistemi 8, T, con ope-
razioni a,b formano una clasfe, la cui classe devivata @ costituita dai
due sistemni di linee di cwrvatura.

Si pud calcolare facilmente il raggio di curvalura, in P, della
sezione normale ivi tangente ad una delle retie (JIP », I(JI)" r. Pereid
basta ricordare che, per i vaggi di eurvatura g, ¢’ di dne sezioni nor-
mali coningate 1 ha:

et =mter;
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mentre per quelli, o, ¢, di due sezioni normali perpendicolari si ha:
1 1 1 1
L o P

(La 1* di queste formole esprime la costanza della somma dei
quadrati di due semidinmeiri coniugati dall’indieatrice di Dupm;
la 2% & unn conseguenza immediate della formola di Eulero). Elimi-
nando ¢ tra le due formole precedenti, si trova la relazione:

(s + o) . 0p” — prpe. p —[lps -+ o) — pagad 5"+ paga (pr -+ 20} =0,

In quale lega trn loro i raggi di curvatura g, o” di due sezioni nor-
mali che toceano (in P) due retie omologhe in JI.

Per applicare le formole precedenti al caso che interessa, si par-
tirk dal valore del raggio di curvatura delia sezione normale di fan-
genfe », che &:

Bh.
prtpa’

(nafuralmente, dev'essere, ad es, p2<<0, ma | g2 | ).

6. Resta a supporre che F sia una sviluppabile (v =»=m); al-
lora, se Q & un sistema di linee traceiato sn F, e diverso dal sistema A
delle asintotiche, si ha sempre :

al—=—A; abQ = A.
Inveceo: )
aA = indeferminato; bA=2C,
dove C & il sistema di linee di curvatura, diverso da A.

Ne segue: Sopra wuna sviluppabile, se @+ A, C, non esiste alcuna

operazione (1) che muti Q in sé stesso; mentre invece:
(ha) C=0C;  (ab)* A =A.

Non sono applicabili le operazioni (ab)?, (ba)" a C ed A rispethi-

v amenie.
Bueenio G. ToeriarT




